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HYPERSURFACES QUARTIQUES DE DIMENSION 3 :
NON RATIONALITE´ STABLE
par
J.-L. Colliot-The´le`ne & A. Pirutka
Re´sume´. — Inspire´s par un argument de C. Voisin, nous montrons l’exis-
tence d’hypersurfaces quartiques lisses de dimension 3 sur les complexes qui
ne sont pas stablement rationnelles, plus pre´cise´ment dont le groupe de Chow
de degre´ ze´ro n’est pas universellement e´gal a` Z. La me´thode de spe´cialisation
adopte´e ici permet de construire des exemples de´finis sur un corps de nombres.
Abstract. — There are (many) smooth quartic threefolds over the complex
field which are not stably rational. More precisely, their degree zero Chow
group is not universally equal to Z. The proof uses a variation of a method
due to C. Voisin. The specialisation argument we use yields examples defined
over a number field.
Introduction
Soit X ⊂ P4C une hypersurface quartique lisse. Dans [14], Iskovskikh et
Manin montrent que tout automorphisme birationnel de X est un automor-
phisme, ce qui implique que le groupe des automorphismes birationnels est fini
et que la varie´te´ de Fano X n’est pas rationnelle. Des choix convenables de X
donnent alors des contre-exemples au the´ore`me de Lu¨roth pour les solides.
Cette me´thode, dite de rigidite´ birationnelle, a depuis e´te´ fort de´veloppe´e.
Elle ne permet pas de re´pondre a` la question de la rationalite´ stable de ces
varie´te´s, que l’on trouve pose´e explicitement dans [13].
Artin et Mumford [1] construisirent d’autres exemples de solides X/C
projectifs et lisses qui sont unirationnels mais non rationnels. L’invariant
qu’ils utilise`rent est le sous-groupe de torsion H3(X,Z)tors du troisie`me
groupe de cohomologie de Betti, isomorphe pour un solide projectif et lisse
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au groupe H4(X,Z)tors. Pour toute varie´te´ X/C projective et lisse rationnel-
lement connexe, le groupe H3(X,Z)tors est isomorphe a` un autre invariant
birationnel, le groupe de Brauer Br(X). Ce groupe est nul pour toute varie´te´
X/C stablement rationnelle, et meˆme pour toute varie´te´ re´tracte rationnelle.
Leurs exemples ne sont donc pas stablement rationnels. La me´thode ne
peut s’appliquer directement aux varie´te´s intersections comple`tes lisses de
dimension au moins 3 dans un espace projectif PnC, car le groupe de Brauer
de telles varie´te´s est nul.
Dans un re´cent article [24], C. Voisin a montre´ qu’un solide lisse reveˆtement
double de P3C ramifie´ le long d’une surface quartique lisse tre`s ge´ne´rale n’est
pas stablement rationnel. Elle utilise une famille propre f : X → B de varie´te´s,
de base une courbe B lisse, d’espace total une varie´te´ lisse X, dont une fibre
spe´ciale Y est un solide d’Artin-Mumford, de de´singularisation Z → Y . Uti-
lisant le fait que le solide Y n’a que des singularite´s quadratiques ordinaires,
par un argument de spe´cialisation, elle montre que si une fibre tre`s ge´ne´rale
de f admettait une de´composition de Chow de la diagonale, alors il en serait
de meˆme pour la varie´te´ lisse Z. Ceci impliquerait que la torsion du groupe
H3(Z,Z), est nulle, ce qui d’apre`s Artin et Mumford n’est pas le cas. Ainsi
une fibre tre`s ge´ne´rale de f n’est pas stablement rationnelle.
Dans le pre´sent article, nous montrons qu’une hypersurface quartique tre`s
ge´ne´rale dansP4C n’est pas stablement rationnelle. Pour ce faire, nous relaˆchons
les hypothe`ses dans la me´thode de C. Voisin. D’une part nous autorisons l’es-
pace total X a` ne pas eˆtre lisse, d’autre part nous relaˆchons l’hypothe`se sur
le diviseur exceptionnel d’une re´solution des singularite´s Z → Y . Que l’on
puisse un peu relaˆcher cette dernie`re hypothe`se est de´ja` mentionne´ dans [24,
Remarque 1.2].
Nous donnons deux versions assez diffe´rentes de l’argument de spe´cialisation,
l’un purement en termes de groupes de Chow des ze´ro-cycles (§1), l’autre,
essentiellement celui de Claire Voisin [24], en termes de correspondances
(§2). Un point essentiel de notre de´monstration utilise l’homomorphisme de
spe´cialisation de Fulton, qui existe sous des hypothe`ses tre`s larges.
Nous exhibons une hypersurface quartique singulie`re Y birationnelle a` un
solide d’Artin-Mumford, dont nous construisons une re´solution des singularite´s
Z → Y . Nous avons rele´gue´ cette construction a` l’appendice A. Nous montrons
que le diviseur exceptionnel remplit les conditions suffisantes de´gage´es aux
paragraphes pre´ce´dents pour faire fonctionner la me´thode de spe´cialisation.
Le re´sultat de spe´cialisation de ze´ro-cycles (§1) montre qu’une de´formation
ge´ne´rique de cette hypersurface quartique Z n’est pas ge´ome´triquement sta-
blement rationnelle, ni meˆme re´tracte rationnelle.
Le point de vue des correspondances (§2) e´tablit la non rationalite´ stable
pour les hypersurfaces quartiques “tre`s ge´ne´rales” sur le corps des complexes.
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Le point de vue “groupe de Chow de ze´ro-cycles” (§1) e´tablit l’existence
d’hypersurfaces quartiques non stablement rationnelles de´finies sur une cloˆture
alge´brique de Q(t), et montre que les parame`tres de telles hypersurfaces sont
denses pour la topologie de Zariski sur l’espace projectif parame´trant ces
varie´te´s (The´ore`me 1.17). En utilisant des spe´cialisations sur un corps fini,
on peut meˆme comme nous l’a obligeamment indique´ O. Wittenberg, e´tablir
l’existence de telles hypersurfaces de´finies sur la cloˆture alge´brique de Q
(The´ore`me 1.20).
Un exemple de quartique singulie`re Y dans P4C avec une re´solution des
singularite´s Z → Y satisfaisant les deux conditions : la torsion de H4(Z,Z)
est non nulle, et le diviseur exceptionnel E satisfait les conditions suffisantes
mentionne´es ci-dessus, avait de´ja` e´te´ construit par J. Huh [13]. Pour l’exemple
que nous construisons, point n’est besoin de calculer la torsion de H4(Z,Z) :
il suffit de renvoyer a` l’article d’Artin et Mumford, ou au calcul birationnel du
groupe de Brauer de Z [5, Exemple 2.5].
Le formalisme du §1 permet aussi d’e´tablir la non rationalite´ stable, sur
leur corps de de´finition, de certaines varie´te´s. Pour k un corps p-adique, ou
un corps de nombres, nous montrons ainsi l’existence d’hypersurfaces cubiques
lisses de dimension 3 de´finies sur k et qui ne sont pas stablement k-rationnelles
(The´ore`me 1.21).
Soit k un corps. Une k-varie´te´ est un k-sche´ma se´pare´ de type fini. Une
k-varie´te´ inte`gre est dite k-rationnelle si elle est k-birationnelle a` un espace
projectif Pnk . Une k-varie´te´ inte`gre X est dite stablement k-rationnelle s’il
existe des espaces projectifs Pnk et P
m
k tels que X ×k P
n
k est k-birationnel a`
Pmk . Une k-varie´te´ inte`gre X est dite re´tracte rationnelle s’il existe des ouverts
de Zariski non vides U ⊂ X et V ⊂ Pmk (m convenable), et des k-morphismes
f : U → V et g : V → U tels que le compose´ g ◦ f est l’identite´ de U . Une
k-varie´te´ inte`gre stablement k-rationnelle est re´tracte rationnelle.
Soit X une k-varie´te´ projective inte`gre. On dit qu’un k-morphisme Z → X
est une de´singularisation de X si Z est une k-varie´te´ projective lisse inte`gre
et le morphisme f est k-birationnel, c’est-a`-dire qu’il induit un isomorphisme
k(X)
∼
→ k(Z).
1. Groupe de Chow des ze´ro-cycles et spe´cialisations
Soit k un corps.
De´finition 1.1. — On dit qu’un k-morphisme propre f : X → Y de k-
varie´te´s est universellement CH0-trivial si, pour tout corps F contenant k,
l’application induite f∗ : CH0(XF ) → CH0(YF ) sur les groupes de Chow de
ze´ro-cycles est un isomorphisme.
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Dans le cas particulier du morphisme structural d’une k-varie´te´, on a la
de´finition suivante.
De´finition 1.2. — On dit qu’une k-varie´te´ propre X est universellement
CH0-triviale si son groupe de Chow de degre´ ze´ro est universellement e´gal
a` Z, c’est-a`-dire si, pour tout corps F contenant k, l’application degre´ degF :
CH0(XF )→ Z est un isomorphisme.
Une telle k-varie´te´ X est ge´ome´triquement connexe et posse`de un ze´ro-cycle
de degre´ 1 sur le corps k.
Exemple 1.3. — Soient Xi ⊂ P
n
k , i = 1, 2, deux k-varie´te´s ferme´es uni-
versellement CH0-triviales. Si X1 ∩ X2 contient un point rationnel ou plus
ge´ne´ralement un ze´ro-cycle de degre´ 1, alors la k-varie´te´ X := X1 ∪ X2 est
universellement CH0-triviale.
Proposition 1.4. — Soit X une k-varie´te´ propre, lisse, ge´ome´triquement
inte`gre de dimension n.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de X. Les conditions suivantes
sont e´quivalentes :
(i) La k-varie´te´ X est universellement CH0-triviale.
(ii) La k-varie´te´ X posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1, et la fle`che degK :
CH0(XK)→ Z est un isomorphisme.
(iii) Il existe une sous-varie´te´ ferme´e D ⊂ X de codimension 1, un ze´ro-
cycle z0 de degre´ 1 sur X et un cycle Z ∈ Zn(X ×X) supporte´ dans D ×X,
tels que le cycle
∆X − Z −X × z0 ∈ Zn(X ×X)
ait une classe nulle dans CHn(X ×X).
Si ces conditions sont satisfaites, la proprie´te´ (iii) vaut en y remplac¸ant z0
par tout autre ze´ro-cycle de degre´ 1.
De´monstration. — Voir [4, Lemma 1.3]), qui utilise la the´orie des correspon-
dances sur les varie´te´s propres et lisses sur un corps [10, Chap. 16]. 
Dans la situation du point (iii) de la proposition, on dit que l’on a une
de´composition de Chow de la diagonale de la k-varie´te´ X.
Lemme 1.5. — Soit X une k-varie´te´ inte`gre projective et lisse. Si la k-
varie´te´ X est re´tracte rationnelle, c’est une k-varie´te´ universellement CH0-
triviale.
De´monstration. — Par hypothe`se, il existe U ⊂ X et V ⊂ Pnk des ouverts
non vides, et f : U → V et g : V → U des k-morphismes tels que g ◦ f soit
l’identite´ de U .
Supposons que V posse`de un k-point A, ce qui est certainement le cas si
k est infini. Soit Q un point ferme´ de V tel que l’inclusion naturelle de corps
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re´siduels k(g(Q)) ⊂ k(Q) soit un isomorphisme. Notons F = k(Q). Comme F
est un quotient de F ⊗k F , il existe un point F -rationnel R de VF d’image Q
par la projection VF → V . il existe une F -droite projective L ⊂ P
n
F passant
par les points F -rationnels AF et R. L’application gF induit une F -application
rationnelle de la droite L vers UF ⊂ XF et donc un F -morphisme de L vers la
F -varie´te´ propre XF . Ainsi le ze´ro-cycle gF (R)− gF (AF ) est rationnellement
e´quivalent a` ze´ro sur XF , et donc le ze´ro-cycle g∗(Q)− [F : k]g(A), qui est son
image par la projection XF → X, est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur X.
Soit z un ze´ro-cycle de degre´ ze´ro sur X. Par un lemme de de´placement
facile ([3, Comple´ment, page 599] pour k parfait infini, [11, Cor. 6.7] pour k
quelconque), ce ze´ro-cycle est rationnellement e´quivalent surX a` un ze´ro-cycle
z1 =
∑
P npP de degre´ ze´ro a` support dans U .
Comme g◦f est l’identite´, les points ferme´s P et f(P ) ont des corps re´siduels
isomorphes. Par l’argument pre´ce´dent, chaque ze´ro-cycle
P − [k(P ) : k]g(A) = g∗f∗(P )− [k(P ) : k]g(A)
est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur X. Donc le ze´ro-cycle de degre´ ze´ro
z1 =
∑
P npP est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur X. Il en est donc de
meˆme de z sur X.
Le cas d’un corps fini se traite par un argument de corestriction-restriction,
par extension a` des extensions finies de degre´ premie`res entre elles sur lesquelles
V posse`de un point rationnel. 
Remarque 1.6. — Comme nous l’avait indique´ A. Merkurjev, ce lemme est
aussi une conse´quence du fait, duˆ a` M. Rost, que CH0 s’e´tend a` la cate´gorie
des correspondances rationnelles. La de´monstration [15, Cor. RC.12] n’utilise
pas la re´solution des singularite´s.
Lemme 1.7. — Soient X et Y deux k-varie´te´s ge´ome´triquement inte`gres.
S’il existe un corps L contenant k tel que l’une des proprie´te´s suivantes est
satisfaite :
(i) XL est L-birationnelle a` YL,
(ii) XL est L-rationnelle,
(iii) XL est stablement L-rationnelle,
(iv) XL est une L-varie´te´ re´tracte rationnelle,
alors cette proprie´te´ vaut pour une extension L finie convenable de k.
De´monstration. — Montrons (i). On se rame`ne au cas k alge´briquement clos
et L = k(Z) est le corps des fonctions d’une k-varie´te´ inte`gre. Les k-varie´te´s
X×k Z et Y ×k Z sont birationnellement e´quivalentes par une e´quivalence qui
respecte la projection sur Z. Il existe des ouverts non vides U ⊂ X ×k Z et
V ⊂ Y ×k Z qui sont k-isomorphes. Il existe une extension finie F de k et un
F -point de Z tel que les fibres au-dessus de ce point soient des ouverts non
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vides de X, resp. de Y , et qui soient isomorphes. Ceci e´tablit l’e´nonce´ dans
le cas (i), lequel implique imme´diatement l’e´nonce´ dans les cas (ii) et (iii). La
de´monstration dans le cas (iv) est analogue. 
Proposition 1.8. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre de k-varie´te´s
alge´briques. Les hypothe`ses suivantes sont e´quivalentes :
(i) Pour tout point M du sche´ma Y , de corps re´siduel κ(M), la fibre ZM
est une κ(M)-varie´te´ universellement CH0-triviale.
(ii) Pour tout corps F contenant k et tout point M ∈ Y (F ), la fibre ZM est
une F -varie´te´ CH0-triviale.
Elles impliquent que le k-morphisme f est universellement CH0-trivial.
De´monstration. — L’e´quivalence des deux hypothe`ses est imme´diate. Pour
e´tablir l’e´nonce´, il suffit de montrer que pour F = k, la fle`che f∗ : CH0(Z)→
CH0(Y ) est un isomorphisme. L’hypothe`se assure imme´diatement que la fle`che
f∗ : CH0(Z) → CH0(Y ) est surjective. Soit z un ze´ro-cycle sur Z. Si f∗(z)
est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur Y , alors il existe des courbes ferme´es
inte`gres Ci ⊂ Y et des fonctions rationnelles gi ∈ k(Ci) telles que f∗(z) =∑
i divCi(gi). En appliquant l’hypothe`se au corps des fonctions des courbes
Ci, on trouve des courbes ferme´es inte`gres D
j
i ⊂ Z en nombre fini telles que
f induise des morphismes finis surjectifs f ji : D
j
i → Ci tels que, pour chaque
i, on ait une e´galite´
∑
j n
j
ideg(f
j
i ) = 1, avec les n
j
i ∈ Z. On note encore gi la
fonction rationnelle sur Dji image re´ciproque par f
j
i de la fonction rationnelle
gi sur Ci. Le ze´ro-cycle z
′ := z−
∑
i[
∑
j n
j
idivDji
(gi)] sur Z satisfait f∗(z
′) = 0
comme ze´ro-cycle sur Y . Il existe donc des points ferme´s Qj de Y en nombre
fini tels que le ze´ro-cycle z′ soit sur Z somme de ze´ro-cycles zj , chaque zj
e´tant supporte´ sur la fibre ZQj = f
−1(Qj). L’hypothe`se assure que chacun
des zj est rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur ZQj , donc sur Z. Ainsi z est
rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur X. La fle`che f∗ : CH0(Z) → CH0(Y )
est donc injective. 
Proposition 1.9. — Soit f : Z → Y un k-morphisme propre birationnel de
k-varie´te´s alge´briques projectives ge´ome´triquement inte`gres. Supposons :
(i) La k-varie´te´ Z est lisse et posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
(ii) Le k-morphisme f est universellement CH0-trivial.
(iii) Il existe un ouvert non vide U ⊂ Y lisse sur k, d’image re´ciproque
V = f−1(U) ⊂ Z tel que f : V → U soit un isomorphisme, et tel que pour
tout corps F contenant k, tout ze´ro-cycle de degre´ ze´ro a` support dans UF est
rationnellement e´quivalent a` ze´ro sur YF .
Alors la k-varie´te´ Z est universellement CH0-triviale.
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De´monstration. — Les hypothe`ses e´tant invariantes par changement de corps
k ⊂ F , il suffit d’e´tablir que sous les hypothe`ses ci-dessus la fle`che degk :
CH0(Z) → Z est un isomorphisme. D’apre`s (i), la fle`che est surjective. Un
lemme de de´placement facile et classique assure que tout ze´ro-cycle de degre´
ze´ro sur la k-varie´te´ lisse Z est rationnellement e´quivalent a` un ze´ro-cycle de
degre´ ze´ro dont le support est dans V . D’apre`s (iii), l’image du cycle f∗(z)
dans CH0(Y ) est nulle. L’hypothe`se (ii) assure que f∗ : CH0(Z) → CH0(Y )
est un isomorphisme. Comme cet isomorphisme respecte le degre´, on conclut
que la fle`che degk : CH0(Z)→ Z est un isomorphisme. 
Proposition 1.10. — Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des
fractions K et de corps re´siduel k. Soit X un A-sche´ma propre et plat, X =
X ×A K la fibre ge´ne´rique et Y = X ×A k la fibre spe´ciale.
(i) On a une application naturelle de spe´cialisation CH0(X) → CH0(Y ) ;
elle est compatible avec les applications degre´ a` valeurs dans Z.
(ii) Si A est hense´lien et X/K ge´ome´triquement inte`gre posse`de une
de´singularisation p : X˜ → X telle que la fle`che degK : CH0(X˜) → Z est un
isomorphisme, alors tout ze´ro-cycle de degre´ ze´ro de Y a` support dans le lieu
lisse Ylisse de Y a une classe nulle dans CH0(Y ).
De´monstration. — L’e´nonce´ (i) est un cas particulier de la construction d’ho-
momorphismes de spe´cialisation (Fulton [10, Prop. 2.6], [9, §4]).
Montrons (ii). Soit Xlisse ⊂ X l’ouvert de lissite´. Soit U ⊂ Xlisse un ouvert
non vide tel que la fle`che induite p : p−1(U) → U soit un isomorphisme. Par
Hensel, un ze´ro-cycle z de degre´ ze´ro sur Ylisse se rele`ve en un ze´ro-cycle z1,
de degre´ ze´ro, supporte´ sur Xlisse. Un lemme de de´placement facile assure
que le ze´ro-cycle z1 est rationnellement e´quivalent dans X a` un ze´ro-cycle z2,
de degre´ ze´ro, dont le support est dans U . Le ze´ro-cycle z2 est l’image par p
d’un ze´ro-cycle de degre´ ze´ro z3 sur X˜. L’application compose´e CH0(X˜) →
CH0(X)→ CH0(Y ) envoie la classe de z3 sur la classe de z. Or, par hypothe`se,
z3 = 0 ∈ CH0(X˜). 
Remarque 1.11. — Pour la construction de l’homomorphisme de spe´cia-
lisation, nous avons cite´ [10, §2, Prop. 2.6]) et non la re´fe´rence plus e´vidente
[10, §20.3]). La raison est que la de´monstration donne´e dans [10, §20.3]) passe
par [10, Theorem 6.3] et donc par la de´formation au coˆne normal [10, §5],
re´sultat e´tabli pour les varie´te´s au-dessus d’un corps. Or nous ne voulons pas
nous limiter au cas ou` A est un anneau local d’une courbe lisse sur un corps.
On renvoie a` [21] pour la the´orie des modules de cycles de Rost (voir aussi
les rappels dans [20] et [4]). Rappelons que pour k un corps et n un entier
inversible dans ce corps, les groupes de cohomologie e´taleH i(•, µ⊗jn ) de´finissent
une the´orie des modules de cycles sur les k-varie´te´s, et que pour Y une k-varie´te´
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projective inte`gre de de´singularisation Z → Y , le groupe de cohomologie non
ramifie´e H2nr(k(Y )/k, µn) s’identifie au sous-groupe de n-torsion du groupe de
Brauer Br(Z).
The´ore`me 1.12. — Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des
fractions K et de corps re´siduel k. Soit X un A-sche´ma fide`lement plat et
propre sur A a` fibres ge´ome´triquement inte`gres.
Supposons que la fibre spe´ciale Y = X ×A k posse`de une de´singularisation
f : Z → Y , avec Z lisse sur k, telle que le morphisme f est universellement
CH0-trivial, et que Z posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1.
Supposons que la fibre ge´ne´rique X = X ×A K admet une re´solution des
singularite´s X˜ → X, avec X˜ lisse sur K.
Chacun des e´nonce´s (i), (ii), (iii) ci-dessous implique le suivant :
(i) La K-varie´te´ X est re´tracte rationnelle.
(ii) La K-varie´te´ X˜ est universellement CH0-triviale.
(iii) La k-varie´te´ Z est universellement CH0-triviale.
Cette dernie`re proprie´te´ implique :
(a) Pour tout module de cycles M i sur le corps k, pour tout corps L conte-
nant k, et tout i ≥ 0, la fle`che M i(L)→M inr(L(Z)/L) est un isomorphisme.
(b) Pour tout corps L contenant k, la fle`che naturelle Br(L)→ Br(ZL) est
un isomorphisme.
De´monstration. — Supposons (i). Le lemme 1.5 donne alors (ii). Supposons
(ii). Comme la fibre Y est ge´ome´triquement inte`gre, son point ge´ne´rique η est
re´gulier sur X , l’anneau local OX ,η de X en ce point ge´ne´rique est un anneau
de valuation discre`te de corps des fractions le corps des fonctions K(X) de X
et de corps re´siduel le corps des fonctions k(Y ) de Y . Notons B le comple´te´
de l’anneau de valuation discre`te OX ,η. Soit F le corps des fractions de B.
Le corps re´siduel de B est k(Y ) = k(Z). La fle`che naturelle A → B est
un homomorphisme local, induisant k → k(Y ) sur les corps re´siduels. On
conside`re le B-sche´ma X ×A B. Sa fibre ge´ne´rique est X ×K F , qui admet la
de´singularisation X˜ ×K F → X ×K F . Sa fibre spe´ciale est Y ×k k(Y ), qui
admet la de´singularisation Zk(Y ) → Yk(Y ). Le k(Y )-morphisme Zk(Y ) → Yk(Y )
est universellement CH0-trivial.
L’hypothe`se (ii) assure que le degre´ degF : CH0(X˜F ) → Z est un isomor-
phisme. Une application des propositions 1.9 et 1.10 au B-sche´ma X ×A B
montre alors que la fle`che degre´ CH0(Zk(Z)) → Z est un isomorphisme. La
proposition 1.4 applique´e a` la k-varie´te´ Z assure alors que cette varie´te´ est
universellement CH0-triviale. 
Remarque 1.13. — On peut se dispenser de passer par l’anneau OX ,η. De
fait, pour tout anneau de valuation discre`te A de corps re´siduel k et tout corps
F contenant k, il existe un anneau de valuation discre`te B de corps re´siduel
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F et un homomorphisme local de A dans B induisant l’inclusion k ⊂ F (J-P.
Serre nous signale les e´nonce´s ge´ne´raux de Bourbaki sur le “gonflement des
anneaux locaux” [2, Chap. IX, Appendice, §2, Corollaire du The´ore`me 1, et
Exercice 4].)
The´ore`me 1.14. — Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des
fractions K et de corps re´siduel k alge´briquement clos. Soit X un A-sche´ma
fide`lement plat et propre sur A a` fibres ge´ome´triquement inte`gres.
Supposons que la fibre spe´ciale Y = X ×A k posse`de une de´singularisation
f : Z → Y telle que le morphisme f est universellement CH0-trivial.
Soit K une cloˆture alge´brique de K. Supposons que la fibre ge´ne´rique
ge´ome´trique X := X ×A K admet une de´singularisation X˜ → X.
Chacun des e´nonce´s (i), (ii), (iii) ci-dessous implique le suivant :
(i) La K-varie´te´ X est re´tracte rationnelle.
(ii) La K-varie´te´ X˜ est universellement CH0-triviale.
(iii) La k-varie´te´ Z est universellement CH0-triviale.
Cette dernie`re proprie´te´ implique :
(a) Pour tout module de cycles M i sur le corps k, pour tout corps L conte-
nant k, et tout i ≥ 0, la fle`che M i(L)→M inr(L(Z)/L) est un isomorphisme.
(b) Pour tout corps L contenant k, la fle`che naturelle Br(L)→ Br(ZL) est
un isomorphisme.
(c) Br(Z) = 0.
De´monstration. — Supposons (i). Le lemme 1.5 donne alors (ii). Supposons
(ii). Quitte a` remplacer l’anneau de valuation discre`te A par son comple´te´,
on peut supposer A complet. Il existe une sous-extension finie K ⊂ L ⊂ K,
une L-varie´te´ propre et lisse W avec W ×L K = X˜ munie d’un L-morphisme
W → XL qui par changement de base de L a` K s’identifie a` X˜ → X . La
proposition 1.4 montre que quitte a` remplacer L par une extension finie, on
peut supposer que la L-varie´te´ W est universellement CH0-triviale. Comme A
est complet, la fermeture inte´grale B de A dans L est un anneau de valuation
discre`te complet ([22, Chap. II, §2, Prop. 3]). Son corps re´siduel est k. Une
application du the´ore`me 1.12 au B-sche´ma X ×AB termine la de´monstration.

Remarque 1.15. — Ce the´ore`me e´tend le the´ore`me [24, Thm. 1.1 (i)] de
C. Voisin, qui porte sur le cas k = C, X sche´ma re´gulier et Y a` singularite´s
quadratiques ordinaires.
Remarque 1.16. — Dans la de´monstration, meˆme si X est re´gulier, le chan-
gement de base A→ B peut donner naissance a` un sche´ma X ×A B qui n’est
pas re´gulier. Mais la fibre spe´ciale ne change pas.
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The´ore`me 1.17. — Dans l’espace projectif PN parame´trant les hypersur-
faces quartiques dans P4C, l’ensemble E des points de P
N (C) parame´trant une
quartique non re´tracte rationnelle, et donc en particulier non stablement ra-
tionnelle, est Zariski-dense. Fixons un plongement Q(t) ⊂ C. Le sous-ensemble
de E forme´ des points dont les coordonne´es sont dans Q(t) est Zariski dense
dans PN .
De´monstration. — Soit W ⊂ PNQ le ferme´ correspondant aux quartiques sin-
gulie`res. D’apre`s l’appendice A, ou d’apre`s J. Huh [13], il existe une quartique
singulie`re Y de´finie sur Q et une re´solution des singularite´s f : Z → Y telles
que le Q-morphisme f est universellement CH0-trivial et que Br(ZC) 6= 0,
ce qui implique Br(Z) 6= 0. Soit D = P1
Q
⊂ PN
Q
une droite passant par un
Q-point M ∈ PN associe´ a` la quartique Y , et non contenue dans WQ. Soit A
l’anneau local de la droite D au point M , et soit K son corps des fonctions.
Le the´ore`me 1.14 implique que la quartique lisse sur K = Q(t) correspondant
au point ge´ne´rique de D n’est pas ge´ome´triquement re´tracte rationnelle.
Tout choix d’un point R de D(C)\D(Q) de´finit un plongement Q(D) →֒ C,
qui de´finit un plongement d’une cloˆture alge´brique de Q(D) dans C. Par le
lemme 1.7, la quartique lisse associe´e au point R ∈ D(C) ⊂ PN (C) n’est donc
pas re´tracte rationnelle.
On voit donc que, pour tout point R de PN (C) non dans PN (Q) et non
dans W tel que la droite joignant R et M soit de´finie sur Q, la quartique lisse
associe´e a` R n’est pas re´tracte rationnelle. 
Remarque 1.18. — Soit Y un reveˆtement double d’une surface quartique
d’Artin-Mumford [1] de´finie sur Q. La varie´te´ Y a exactement 10 points sin-
guliers quadratiques ordinaires. Une de´singularisation Z → Y s’obtient par
e´clatement de ces 10 points, au-dessus de chacun de ces points on a une qua-
drique lisse de dimension 2. La proposition 1.8 montre imme´diatement que le
morphisme de de´singularisation est universellement CH0-trivial.
On retrouve ici le the´ore`me de C. Voisin [24, Cor. 1.4] : Dans l’espace
projectif PN parame´trant les surfaces quartiques f = 0 dans P3C, l’ensemble des
points de PN (C) tels que le reveˆtement double associe´ z2−f = 0 dans l’espace
multihomoge`ne P(2, 1, 1, 1, 1) ne soit pas une varie´te´ stablement rationnelle
est Zariski-dense.
Remarque 1.19. — La de´monstration du the´ore`me 1.17 que nous avons
donne´e repose sur le the´ore`me 1.14, donc sur le the´ore`me 1.12, donc sur
l’ope´ration de spe´cialisation des ze´ro-cycles CH0(X) → CH0(Y ), ou` X,
resp. Y , est la fibre ge´ne´rique, resp. la fibre spe´ciale, d’un A-sche´ma propre
fide`lement plat sur un anneau de valuation discre`te A de corps des fractions
K et de corps re´siduel k (Proposition 1.10).
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On pourrait si l’on voulait ignorer cette ope´ration en la remplac¸ant par
l’ope´ration de spe´cialisation de la R-e´quivalence X(K)/R → Y (k)/R, facile
a` de´finir [18]. Pour K de caracte´ristique ze´ro, cette me´thode suffit a` montrer
les implications (i) =⇒ (iii) dans les the´ore`mes 1.12 et 1.14. L’hypothe`se de
caracte´ristique ze´ro est utilise´e pour montrer, via le the´ore`me d’Hironaka, que
sous l’hypothe`se (i) du the´ore`me 1.12, la R-e´quivalence sur X˜(K) est triviale
(en utilisant [6, Prop. 10]).
Nous remercions O. Wittenberg de nous avoir sugge´re´ l’e´nonce´ suivant.
The´ore`me 1.20. — Il existe des hypersurfaces quartiques lisses X ⊂ P4C
de´finies sur la cloˆture alge´brique Q de Q dans C, et qui ne sont pas universel-
lement CH0-triviales, en particulier qui ne sont pas re´tractes rationnelles.
De´monstration. — Soit Y ⊂ P4
Q
une quartique singulie`re posse´dant une
re´solution des singularite´s f : Z → Y comme construite dans l’appendice A.
Le morphisme f est universellement CH0-trivial. Le sous-groupe de torsion
2-primaire Br(Z){2} du groupe de Brauer Br(Z) est non nul. Dans la situa-
tion conside´re´e, ou` Z est une varie´te´ rationnellement connexe, donc satisfait
H2(Z,OZ ) = 0 et donc ρ = b2, le groupe Br(Z){2} s’identifie au sous-groupe
de torsion 2-primaire H3e´t(Z,Z2){2} du troisie`me groupe de cohomologie
2-adique ([12, II, §3 ; III, §8]).
D’apre`s la description des fibres de f donne´e dans la proposition A.5 de
l’appendice A, il existe une extension finie K de Q sur laquelle Z, Y et Z → Y
sont de´finis et sur laquelle f : Z → Y est un K-morphisme universellement
CH0-trivial.
Il existe un ouvert U non vide du spectre de l’anneau des entiers de K,
des U -sche´mas Z, Y et un U -morphisme Z → Y e´tendant Z → Y , de telle
sorte que pour toute place v ∈ U , on obtienne par re´duction une situation
analogue Zκ(v) → Yκ(v) sur le corps fini re´siduel κ(v) : c’est une re´solution
des singularite´s de Yκ(v), et la fle`che Zκ(v) → Yκ(v) est universellement CH0-
triviale. On peut supposer que U ne contient pas de place 2-adique. Soit S
l’ensemble fini des nombres premiers qui sont caracte´ristiques re´siduelles du
comple´mentaire de U dans le spectre de l’anneau des entiers de k. Notons κ(v)
une cloˆture alge´brique de κ(v). Le the´ore`me de changement de base propre et
lisse ([7, Chap. V, Thm. 3.1]) assure alors H3e´t(Zκ(v),Z2){2} 6= 0 pour tout
v ∈ U , et donc Br(Z
κ(v)
) 6= 0.
SoitPNQ l’espace projectif parame´trant les hypersurfaces quartiques. Il existe
une hypersurface Σ ⊂ PNQ , de´finie par une forme homoge`ne non nulle ∆ a`
coefficients entiers, telle que toute hypersurface quartique de parame`tre hors
de Σ est lisse. L’hypersurface Yκ(v) correspond a` un point mv ∈ P
N (κ(v)).
Soit A l’anneau local de l’anneau des entiers de K en v. Il existe un point
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m ∈ PN (A) se re´duisant sur mv et tel que ∆(m) 6= 0 ∈ K. On applique alors
le the´ore`me 1.14. 
Clemens et Griffiths ont montre´ qu’une hypersurface cubique lisse dans P4C
n’est jamais rationnelle. Sur un corps k quelconque, on peut se poser la ques-
tion de la k-rationalite´, stable ou non, des hypersurfaces cubiques lisses dans
Pnk , n ≥ 3, du moins pour celles qui posse`dent un k-point. Le cas n = 3 a e´te´
e´tudie´ (Shafarevich, Manin). Sur le corps R des re´els, une hypersurface cubique
lisse X telle que X(R) ait deux composantes connexes pour la topologie re´elle
ne saurait eˆtre re´tracte rationnelle. Pour n ≥ 4, la question de la rationalite´
stable sur k est ouverte lorsque k est alge´briquement clos, et lorsque k est
fini. Pour k = C((x))((y)), D. Madore [19] a montre´ que le groupe de Chow
A0(X) ⊂ CH0(X) des cycles de dimension et de degre´ ze´ro sur l’hypersurface
X ⊂ P4k de´finie en coordonne´es homoge`nes par l’e´quation
T 30 + T
3
1 + xT
3
2 + yT
3
3 + xyT
3
4 = 0
est non nul. Ceci implique que X n’est pas re´tracte rationnelle. La
de´monstration proce`de par spe´cialisation du groupe de Chow. Elle utilise
un espace principal homoge`ne non trivial sous une varie´te´ abe´lienne sur
C((x)). On ne peut donc y remplacer C((x)) par un corps fini Fp. Ceci laissait
donc ouverte la question analogue sur k = Fp((y)) ou k un corps p-adique. La
me´thode de spe´cialisation du pre´sent article permet de re´soudre cette quesion.
The´ore`me 1.21. — Sur tout corps p-adique k, il existe une hypersurface cu-
bique X ⊂ P4k posse´dant un point rationnel et qui n’est pas universellement
CH0-triviale, et qui n’est donc pas re´tracte rationnelle.
De´monstration. — Soient k un corps p-adique, A ⊂ k son anneau des entiers,
π une uniformisante et F le corps fini re´siduel. Soit K/k l’extension cubique
non ramifie´e. Il existe un e´le´ment α dans l’anneau des entiers de K tel que
K = k(α) et la classe β de α dans le corps re´siduel engendre l’extension
cubique E de F. Soit Φ ∈ Zp[u, v, w, x, y] une forme telle que Φ = 0 de´finisse
un Zp-sche´ma lisse. On de´finit l’hypersurface cubique X ⊂ P
4
A par l’e´quation
NormK/k(u+ αv + α
2w) + xy(x− y) + πΦ(u, v, w, x, y) = 0.
La fibre ge´ne´rique X ×A k est une hypersurface cubique lisse dans P
4
k.
La fibre spe´ciale de X/A est de´finie sur le corps fini F par l’e´quation
NormE/F(u+ βv + β
2w) + xy(x− y) = 0.
Ceci est une hypersurface cubique Y dans P4F qui ge´ome´triquement a trois
points singuliers, avec x = y = 0, conjugue´s entre eux sous l’action du groupe
de Galois de E/F, donne´s par l’annulation de deux des conjugue´s de u+βv+
β2w. Ceci de´finit un unique point ferme´ m de Y . Soit Y1 → Y l’e´clatement de
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ce point ferme´. En passant sur le corps E, on ve´rifie que l’image re´ciproque
de m est l’union de deux E-surfaces lisses E-rationnelles, d’intersection une
courbe L ≃ P1E . La fle`che Y1 → Y est donc un CH0-isomorphisme universel
de F-varie´te´s. La varie´te´ Y1 a trois points singuliers Pi, i = 1, 2, 3, de corps
re´siduel E, situe´s sur L. Soit Z → Y1 l’e´clatement des trois points Pi. On
ve´rifie que Z est lisse sur F, et que l’image re´ciproque de chaque Pi est une
E-surface projective lisse E-rationnelle. La fle`che Z → Y1 est donc un CH0-
isomorphisme universel de F-varie´te´s. Ainsi la fle`che compose´e Z → Y1 → Y
est une de´singularisation qui est un CH0-isomorphisme universel de F-varie´te´s.
Un calcul un peu e´labore´, renvoye´ en appendice (Proposition C.1), montre
que l’on a Br(Z) 6= 0, et plus pre´cise´ment que la classe ξ de l’alge`bre cyclique
(E/F, x/y) ∈ Br(F(Y )) appartient a` Br(Y ) et est non nulle.
Le the´ore`me 1.12 assure alors que la k-varie´te´ X = X ⊗A k n’est pas uni-
versellement CH0-triviale, en particulier elle n’est pas re´tracte rationnelle. 
Remarque 1.22. — C’est une question ouverte si le groupe de Chow A0(X)
des cycles de degre´ ze´ro est nul pour toute hypersurface cubique lisse X de
dimension 3 sur un corps p-adique. Pour p 6= 3 et k = Qp, Esnault et Wit-
tenberg [8, Ex. 2.10] ont e´tabli la nullite´ de A0(X) pour l’hypersurface de P
4
k
d’e´quation
x3 + y3 + z3 + pu3 + p2v3 = 0.
Remarque 1.23. — Sur tout corps de nombres k, le the´ore`me 1.21 permet
de donner des exemples d’hypersurfaces cubiques dans P4k, avec un point k-
rationnel, qui ne sont pas re´tractes rationnelles sur k. De fac¸on analogue, on
construit de tels exemples sur k = F((x)) puis sur k = F(x), avec F un corps
fini.
2. De´composition de la diagonale en famille et action des
correspondances
2.1. Sur le lieu de de´composition de la diagonale. —
Lemme 2.1. — Soit B un sche´ma inte`gre de type fini sur un corps non
de´nombrable k. Soit k une cloˆture alge´brique de k. Soit {Bi}i∈N une famille
de´nombrable de sous-sche´mas ferme´s de B. Les assertions suivantes sont
e´quivalentes :
(i) un des Bi co¨ıncide avec B ;
(ii)
⋃
iBi contient le point ge´ne´rique de B ;
(iii) B(k¯) ⊂
⋃
iBi(k¯) ;
(iv)
⋃
iBi contient un point ge´ne´ral de B : il existe un ouvert U ⊂ B tel
que U(k¯) ⊂
⋃
iBi(k¯) ;
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(v)
⋃
iBi contient un point tre`s ge´ne´ral de B : il existe une famille
de´nombrable {Fj}j de ferme´s stricts de B, telle que (B(k¯) \
⋃
j Fj(k¯)) ⊂⋃
iBi(k¯).
De´monstration. — Les e´nonce´s (i) et (ii) sont e´quivalents. Les implica-
tions (i) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (v) sont e´videntes. Supposons (v). On a alors
B(k¯) =
⋃
j Fj(k¯)∪
⋃
iBi(k¯) avec Fj ⊂ B des ferme´s stricts. Comme k¯ est non
de´nombrable, cela implique qu’un des Bi co¨ıncide avec B, d’ou` (i). 
Soit k un corps alge´briquement clos. Soit X une varie´te´ propre inte`gre sur
k, de dimension n, et soit x ∈ Xlisse(k). Comme rappele´ au §1 (Lemme 1.4 et
remarque subse´quente), on dit que X admet une de´composition de Chow de la
diagonale s’il existe un diviseur D ⊂ X et un cycle Z ∈ Zn(X ×X) a` support
dans D ×X tels que
(2.1) [∆X ] = [Z] + [X × x] dans CHn(X ×X),
ou` pour un cycle V dans X on e´crit [V ] pour la classe de V dans CH(X).
On a le the´ore`me suivant (cf. [24, Theorem 1.1] et appendice B ci-dessous).
The´ore`me 2.2. — Soit B un sche´ma inte`gre de type fini sur un corps
alge´briquement clos k de caracte´ristique ze´ro. Soit X → B un morphisme
projectif qui admet une section σ : B → X. Il existe une famille de´nombrable
{Bi}i de sous-sche´mas ferme´s de B telle que, pour tout point b ∈ B(k), on a :
b ∈
⋃
iBi(k)⇔ Xb admet une de´composition de Chow de la diagonale.
En appliquant le lemme 2.1, on obtient
The´ore`me 2.3. — Soit B un sche´ma inte`gre de type fini sur un corps
alge´briquement clos k. Soit X un k-sche´ma inte`gre et p : X → B un mor-
phisme dominant projectif. Supposons qu’il existe un k-point b0 ∈ B, tel que
la fibre Xb0 n’admet pas de de´composition de Chow de la diagonale. Alors
pour b ∈ B un point tre`s ge´ne´ral, la fibre Xb n’admet pas de de´composition de
Chow de la diagonale.
De´monstration. — On effectue le changement de base X → B, c’est-a`-dire
que l’on conside`re la seconde projection q : X ′ = X×BX → B
′ = X. Il y a ici
une section e´vidente. En appliquant la proposition pre´ce´dente a` X ′ → B′, on
trouve une union de´nombrable de ferme´sGi deX
′ tels qu’il y ait de´composition
de la diagonale pour X ′c, c point ferme´ de B
′ si et seulement si c est dans l’un
des Gi. Comme X
′
c = Xp(c), ensemblistement la re´union des Gi co¨ıncide avec
la re´union des images re´ciproques p−1(p(Gi)), et pour un point ferme´ b ∈ B,
il y a de´composition de la diagonale pour Xb si et seulement si b appartient a`
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la re´union des ferme´s p(Gi). L’hypothe`se sur b0 assure qu’aucun des p(Gi) ne
coˆıncide avec B. 
2.2. De´composition de la diagonale et action des correspondances
sur la cohomologie de Betti d’un solide. —
Proposition 2.4. — Soit Y un solide projectif inte`gre de´fini sur le corps C,
qui admet une de´composition de Chow de la diagonale. Supposons qu’il existe
une de´singularisation π : Y˜ → Y de Y telle que pour toute composante Ei
du diviseur exceptionnel E de π le groupe de cohomologie de Betti H2(E˜i,Z)
d’une de´singularisation E˜i de Ei n’a pas de torsion.
Alors les groupes de cohomologie de Betti H4(Y˜ ,Z) et H3(Y˜ ,Z) sont sans
torsion.
De´monstration. — D’apre`s les hypothe`ses, on peut e´crire une e´quivalence ra-
tionnelle de cycles sur Y˜ ×k Y˜ :
∆Y˜ ≡ Z + Y˜ × x+ Z1 + Z2
ou` Z ⊂ Y˜ × Y˜ est a` support dans D × Y˜ pour D ⊂ Y˜ un diviseur, Z1 est a`
support dans E × Y˜ et Z2 est a` support dans Y˜ ×E. Comme la varie´te´ Y˜ est
lisse, on dispose d’une action des correspondances sur H4(Y˜ ,Z).
Soit Z une composante irre´ductible de Z2 ; l’image de Z par la deuxie`me
projection est contenue dans un ferme´ F ⊆ Ei de codimension c ≥ 0, pour un
certain i. Soit πF : F˜ → F une de´singularisation de F . Comme Z domine F ,
on peut supposer que Z = πF,∗Z
′ pour un certain Z ′ ⊂ Y˜ × F˜ . Montrons que
l’action de Z se factorise par le groupe H2−2c(F˜ ,Z). Soit ι : F˜ → Y˜ . On a
le diagramme commutatif suivant, ou` le carre´ du milieu commute d’apre`s la
formule de projection (cf. [23, Chap. 5, §6]) :
H4(Y˜ ,Z)
pr∗
1 // H4(Y˜ × F˜ ,Z)
·[Z′] // H8−2c(Y˜ × F˜ ,Z)
pr2,∗ //
ι∗

H2−2c(F˜ ,Z)
ι∗

H4(Y˜ ,Z)
pr∗
1 // H4(Y˜ × Y˜ ,Z)
·ι∗[Z
′] //
ι∗
OO
H10(Y˜ × Y˜ ,Z)
pr2,∗ // H4(Y˜ ,Z).
Le groupe H2−2c(F˜ ,Z) n’a pas de torsion : si c = 0, c’est l’hypothe`se de la
proposition, et si c > 0, soit ce groupe est nul, soit c’est le groupe H0 d’une
courbe lisse et il est donc isomorphe a` Z. L’application Z2,∗ est donc nulle sur
H4(Y˜ ,Z)tors. De meˆme, l’application [Y˜ × x]∗ est nulle sur H
4(Y˜ ,Z)tors.
De la meˆme manie`re, d’apre`s le diagramme commutatif ci-dessous l’action
de chaque composante de Z1 qui est a` support dans Ei× Y˜ se factorise par le
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groupe H4(F˜ ,Z) pour F ⊆ Ei et F˜ → F une de´singularisation de F :
H4(F˜ ,Z)
pr∗
1 // H4(F˜ × Y˜ ,Z)
·[Z′] // H8−2c(F˜ × Y˜ ,Z)
pr2,∗ //
ι∗

H4(Y˜ ,Z)
H4(Y˜ ,Z)
pr∗
1 //
ι∗
OO
H4(Y˜ × Y˜ ,Z)
·ι∗[Z
′] //
ι∗
OO
H10(Y˜ × Y˜ ,Z)
pr2,∗ // H4(Y˜ ,Z).
Le groupe H4(F˜ ,Z) est isomorphe a` Z ou nul, donc sans torsion, car F˜ ou bien
est une surface lisse, ou bien est de dimension au plus un. L’application Z1,∗
est donc nulle sur H4(Y˜ ,Z)tors. De meˆme, l’application Z∗ se factorise par un
groupe H4(F˜ ,Z) pour F ⊆ D un ferme´ et F˜ → F une de´singularisation de F ;
l’application Z∗ est donc nulle sur le groupe de torsion H
4(Y˜ ,Z)tors.
Comme l’application ∆Y˜∗ est l’identite´, le groupe H
4(Y˜ ,Z)tors est nul. Il en
est donc de meˆme de H3(Y˜ ,Z)tors. 
Remarque 2.5. — On notera que les hypothe`ses faites sur le diviseur excep-
tionnel de la de´singularisation π : Y˜ → Y sont a priori plus faibles que la
CH0-trivialite´ universelle demande´e au §1.
The´ore`me 2.6. — Dans l’espace projectif PN parame´trant les hypersurfaces
quartiques dans P4C, un point tre`s ge´ne´ral correspond a` une hypersurface quar-
tique lisse qui n’est pas re´tracte rationnelle, et qui en particulier n’est pas
stablement rationnelle.
De´monstration. — Dans l’appendice A, nous partons d’un solide quartique V ,
de´fini par une e´quation
(2.2) α(z0, z1, z2)z
2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) + z
2
0z
2
4 = 0,
birationnel a` un solide d’Artin-Mumford [1]. Nous construisons une de´singu-
larisation W → V satisfaisant :
(i) Les composantes irre´ductibles du diviseur exceptionnel E deW → V sont
des surfaces rationnelles universellement CH0-triviales (non ne´cessairement
lisses).
(ii) le groupe H4(W,Z)tors ≃ H
3(W,Z)tors est non nul (ceci est donne´ par
[1]).
On applique le the´ore`me 2.3 avec B = PN et b0 le point correspondant a` une
quartique V comme dans (2.2). D’apre`s la proposition 2.4, la quartique V n’a
pas de de´composition de Chow de la diagonale car le groupe H3(W,Z)tors ≃
Br(W ) est non nul. L’e´nonce´ suit alors des lemmes 1.5 et 1.4 a). 
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Appendice A
Re´solution des singularite´s d’une quartique V ⊂ P4
Q
birationnelle a`
un solide d’Artin–Mumford.
Soit A ⊂ P2 une conique lisse, de´finie par une e´quation α(z0, z1, z2) = 0.
Soient E1, E2 ⊂ P
2 deux courbes elliptiques lisses de´finies par des e´quations
ǫ1(z0, z1, z2) = 0 et ǫ2(z0, z1, z2) = 0, chacune tangente a` A en trois points,
les points de tangence e´tant tous distincts, et telles que les courbes E1 et E2
s’intersectent en 9 points, deux a` deux distincts, et distincts des pre´ce´dents.
D’apre`s [1], sur Q ⊂ C, il existe deux formes homoge`nes β(z0, z1, z2) et
γ(z0, z1, z2), de degre´s respectifs 3 et 4, telles que
β2 − 4αγ = ǫ1ǫ2.
Lemme A.1. — Soit S ⊂ P3
Q
la surface quartique de´finie par l’e´quation ho-
moge`ne
(A.1) g = α(z0, z1, z2)z
2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) = 0.
(i) Les singularite´s de la surface S sont des singularite´s quadratiques or-
dinaires : le point P0 = (0 : 0 : 0 : 1) et les neuf points dont les projections
depuis P0 sur le plan z3 = 0 sont les points de E1 ∩ E2.
(ii) L’ensemble M = {g = 0, ∂g∂z1 = 0,
∂g
∂z3
= 0} ∪ {g = 0, ∂g∂z2 = 0,
∂g
∂z3
= 0}
est fini.
De´monstration. — La partie (i) est dans [1]. Montrons (ii). Soit Q = (z0 :
z1 : z2 : z3) ∈ M \ {P0}. Soit q = (z0 : z1 : z2) la projection de Q sur le plan
z3 = 0. Supposons
∂g
∂z1
(Q) = 0, le deuxie`me cas est identique. La condition
∂g
∂z3
(Q) = 0 donne β(q) = −2z3α(q). Montrons que l’on a α(q) 6= 0. Sinon,
la condition pre´ce´dente donne β(q) = 0 et donc γ(q) = 0 d’apre`s l’e´quation.
Ainsi la multiplicite´ de ǫ1ǫ2 en q est 2. Comme E1 et E2 sont lisses, on en
de´duit que Q ∈ E1 ∩ E2 et on obtient une contradiction car A ne passe pas
par E1 ∩ E2. On a donc α(q) 6= 0 et z3 = −
β(q)
2α(q) .
On e´crit
(A.2) 4α · g = (2z3α+ β)
2 − ǫ1ǫ2.
Comme β(q) = −2z3α(q), on a donc ǫ1ǫ2(q) = 0. On peut supposer ǫ1(q) =
0, le deuxie`me cas est similaire. Comme α(q) 6= 0, on a z3 = −
β(q)
2α(q) . En
de´rivant l’e´quation (A.2) par rapport a` z1, on de´duit
∂g
∂z1
(Q) = 0⇒ ∂ǫ1ǫ2∂z1 (q) =
0. Comme ǫ1(q) = 0, on a soit ǫ2(q) = 0, soit
∂ǫ1
∂z1
(q) = 0. Dans le premier
cas, q appartient a` l’ensemble fini E1 ∩ E2. Sinon q appartient a` l’ensemble
{ǫ1 = 0,
∂ǫ1
∂z1
= 0}, qui est fini car E1 est une courbe elliptique lisse.

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Comme l’ensemble M \ {P0} est fini, quitte a` faire un changement line´aire
en les coordonne´es z0, z1, z2, on peut supposer dans la suite :
(A.3)
L’hyperplan z0 = 0 ne contient aucun point de M \ {P0} ni aucun point
de l’intersection de A et E1 ∪ E2, et il n’est pas tangent a` la conique A.
Soit V ⊂ P4
Q
une quartique de´finie par l’e´quation homoge`ne
(A.4) f = α(z0, z1, z2)z
2
3 + β(z0, z1, z2)z3 + γ(z0, z1, z2) + z
2
0z
2
4 = 0.
Soit L ⊂ P4 la droite d’e´quation z0 = z1 = z2 = 0.
Lemme A.2. — Les points singuliers de la quartique V qui ne sont pas situe´s
sur la droite L sont 9 singularite´s quadratiques ordinaires.
De´monstration. — Soit Q = (z0 : z1 : z2 : z3 : z4) ∈ V \ L un point singulier.
Si z0 = 0, alors le point (z0 : z1 : z2 : z3) est un point singulier de S. D’apre`s le
choix de l’hyperplan z0 = 0, c’est le point (0 : 0 : 0 : 1) ∈ L. On a donc z0 6= 0.
On a ∂f∂z4 = 2z
2
0z4 = 0, d’ou` z4 = 0 et le point (z0 : z1 : z2 : z3) correspond
encore a` un point singulier de la surface S de´finie par (A.1). Comme la surface
S n’a que des singularite´s quadratiques ordinaires d’apre`s le lemme A.1, on a
des coordonne´es locales zi, i = 1 . . . 3 telles que l’e´quation locale de g s’e´crive
comme une somme de
∑3
i=1 z
2
i et de termes de plus haut degre´. Comme z0 6= 0,
on a les coordonne´es locales z1, . . . z3, z4 de Q et l’e´quation de f s’e´crit comme∑3
i=1 z
2
i+z
2
4+termes de degre´ supe´rieur ; on a donc queQ est un point singulier
quadratique ordinaire. 
Soit V ′ → V l’e´clatement de la droite L ⊂ V . Soit P ∈ L le point z3 = 0.
Lemme A.3. — La varie´te´ V ′ est lisse en tout point de V ′ au-dessus de L\P .
Le diviseur exceptionnel E′ de V ′ → V est une surface rationnelle, les fibres
de l’application E′ → L sont des coniques et la fibre ge´ne´rique est lisse.
De´monstration. — Soit Q′ ∈ V ′ un point singulier au-dessus d’un point Q =
(0 : 0 : 0 : z3 : z4) ∈ L. On a donc soit z3 6= 0, soit z4 6= 0.
1. Si z4 6= 0, on a une e´quation de V dans les coordonne´es affines xi =
zi
z4
,
0 ≤ i ≤ 3
α(x0, x1, x2)x
2
3 + β(x0, x1, x2)x3 + γ(x0, x1, x2) + x
2
0 = 0.
Comme les roˆles de x1 et x2 sont syme´triques, on n’a que deux cartes de
l’e´clatement a` conside´rer :
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(a) x0 = y0, x1 = y1y0, x2 = y2y0, x3 = y3. L’e´quation de V
′ s’e´crit
α(1, y1, y2)y
2
3 + β(1, y1, y2)y0y3 + γ(1, y1, y2)y
2
0 + 1 = 0.
Pour tout point de V ′ au-dessus de L on a y0 = 0 et on obtient
l’e´quation de E′
α(1, y1, y2)y
2
3 + 1 = 0.
Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la
fibre au-dessus du point ge´ne´rique Spec C(y3) de L est lisse.
Si Q′ = (0, y1, y2, y3) est un point singulier de V
′ au-dessus d’un
point de L, on a donc α(Q′)y23 + 1 = 0 de l’e´quation ci-dessus et
α(Q′) · 2y3 = 0, en de´rivant par rapport a` z3, ce qui n’est pas
possible.
(b) x0 = y0y1, x1 = y1, x2 = y1y2, x3 = y3. L’e´quation de V
′ s’e´crit
(A.5) α(y0, 1, y2)y
2
3 + β(y0, 1, y2)y1y3 + γ(y0, 1, y2)y
2
1 + y
2
0 = 0.
Pour tout point de V ′ au-dessus de L on a y1 = 0 et l’e´quation de
E′ s’e´crit
α(y0, 1, y2)y
2
3 + y
2
0 = 0.
Les fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques. Pour un
point singulier de la fibre au-dessus du point ge´ne´rique Spec C(y3)
de L, on ve´rifie d’abord que y0 = 0, puis que (0 : 1 : y2) donne
un point singulier de A (de´fini sur le corps C(y3)), ce qui n’est pas
possible. La fibre ge´ne´rique est donc une conique lisse.
Soit Q′ = (y0, 0, y2, y3) un point singulier de V
′.
(i) Si y3 6= 0, on a α(Q
′) · 2y3 = 0, d’ou` α(Q
′) = 0. On de´duit
de l’e´quation de V ′ que y0 = 0 et puis que
∂α(y0,1,y2)
∂yi
=
∂α
∂zi
(y0, 1, y2) = 0 pour i = 0, 2. Comme α(0, 1, y2) = 0, on
en de´duit que le point (0 : 1 : y2) est un point singulier de A,
contradiction.
(ii) Si y3 = 0, alors y0 = 0 de l’e´quation de V
′. On ve´rifie qu’ef-
fectivement tous les points de la droite y0 = y1 = y3 = 0 sont
des points singuliers.
2. Supposons z3 6= 0. On a donc l’e´quation de V en coordonne´es affines :
α(x0, x1, x2) + β(x0, x1, x2) + γ(x0, x1, x2) + x
2
0x
2
4 = 0.
Il suffit d’analyser deux cartes de l’e´clatement :
(a) x0 = y0, x1 = y1y0, x2 = y2y0, x4 = y4. L’e´quation de V
′ s’e´crit
α(1, y1, y2) + β(1, y1, y2)y0 + γ(1, y1, y2)y
2
0 + y
2
4 = 0.
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Pour tout point de V ′ au-dessus de L, on a y0 = 0, et l’e´quation
de E′ s’e´crit
α(1, y1, y2) + y
2
4 = 0.
Le fibres au-dessus des points de L sont donc des coniques et la
fibre au-dessus du point ge´ne´rique Spec C(y4) de L est lisse.
Si Q′ = (0, y1, y2, y4) est un point singulier de V
′ au-dessus d’un
point de L, on a donc 2y4 = 0, d’ou` y4 = 0 et puis α(Q
′) = 0.
Comme dans le cas 1(b)(i), on montre que Q′ est un point singulier
de A, contradiction.
(b) x0 = y0y1, x1 = y1, x2 = y2y1, x4 = y4. L’e´quation de V
′ s’e´crit
α(y0, 1, y2) + β(y0, 1, y2)y1 + γ(y0, 1, y2)y
2
1 + y
2
0y
2
4 = 0
et au-dessus de L on a y1 = 0 et on obtient l’e´quation
α(y0, 1, y2) + y
2
0y
2
4 = 0.
Ici encore pour un point singulier au-dessus du point ge´ne´rique
Spec C(y4) de L on voit d’abord que y0 = 0, puis que le point
(0 : 1 : y2) correspond a` un point singulier de A (de´fini sur le corps
C(y4)), contradiction.
Si Q′ = (y0, 0, y2, y4) est un point singulier de V
′, on a 2y4y
2
0 = 0.
On a donc α(Q) = 0 et ∂α(y0,1,y2)∂yi = 0, i = 0, 2, on obtient donc un
point singulier de A, contradiction.
Comme la surface E′ est fibre´e en coniques au-dessus d’une droite, le the´ore`me
de Max Noether, ou de Tsen, montre que c’est une surface rationnelle.

Soit L′ ⊂ V ′ la droite image re´ciproque du point P . Soit V ′′ → V ′
l’e´clatement de la droite L′.
Lemme A.4. — Les seules singularite´s de V ′′ sont des singularite´s quadra-
tiques ordinaires. La varie´te´ V ′′ est lisse en tout point au-dessus de L. Le
diviseur exceptionnel E′′ de V ′′ → V ′ est une surface rationnelle lisse et les
fibres de l’application E′′ → L′ sont des coniques.
De´monstration. — On reprend l’e´quation de la carte singulie`re (A.5) de V ′ :
α(y0, 1, y2)y
2
3 + β(y0, 1, y2)y1y3 + γ(y0, 1, y2)y
2
1 + y
2
0 = 0.
Notons qu’on a une deuxie`me carte singulie`re, en e´changeant les roˆles de x1
et x2 dans le lemme pre´ce´dent.
On a trois cartes affines dans l’e´clatement V ′′ de la droite L′ : y0 = y1 =
y3 = 0 au-dessus de la carte (A.5).
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1. y0 = u0, y1 = u0u1, y2 = u2, y3 = u0u3. L’e´quation de V
′′ s’e´crit
α(u0, 1, u2)u
2
3 + β(u0, 1, u2)u1u3 + γ(u0, 1, u2)u
2
1 + 1 = 0.
Pour tout point au-dessus de L′ on a u0 = 0 et obtient l’e´quation de E
′′
α(0, 1, u2)u
2
3 + β(0, 1, u2)u1u3 + γ(0, 1, u2)u
2
1 + 1 = 0.
Pour un point singulier de E′′, on a α(0, 1, u2) ·2u3+β(0, 1, u2) ·u1 = 0
et β(0, 1, u2) · u3 + γ(0, 1, u2) · 2u1 = 0, d’ou`
α(0, 1, u2)u
2
3 + β(0, 1, u2)u1u3 + γ(0, 1, u2)u
2
1 = 0 6= −1.
De meˆme, pour un point singulier Q′′ de V ′′ on montre que
α(Q′′)u23 + β(Q
′′)u1u3 + γ(Q
′′)u21 = 0 6= −1.
2. y0 = u0u1, y1 = u1, y2 = u2, y3 = u1u3. L’e´quation de V
′′ s’e´crit
α(u0u1, 1, u2)u
2
3 + β(u0u1, 1, u2)u3 + γ(u0u1, 1, u2) + u
2
0 = 0.
Pour tout point au-dessus de L′ on a u1 = 0 et on obtient l’e´quation de
E′′
α(0, 1, u2)u
2
3 + β(0, 1, u2)u3 + γ(0, 1, u2) + u
2
0 = 0.
Pour un point singulier de E′′ on a 2u0 = 0, donc
α(0, 1, u2)u
2
3 + β(0, 1, u2)u3 + γ(0, 1, u2) = 0.
Puis on obtient 2α(0, 1, u2)u3+ β(0, 1, u2) = 0 en de´rivant par rapport a`
u3. Comme
∂α(0,1,u2)
∂u2
= ∂α∂z3 (0, 1, u2) et de meˆme pour β et γ, en de´rivant
par rapport a` z2, on de´duit que (0 : 1 : u2 : u3) ∈M \ {P0}, ce qui n’est
pas possible d’apre`s l’hypothe`se A.3.
Pour un point singulier Q′′ de V ′′ on a une analyse similaire :
∂α(u0u1,1,u2)
∂u0
= 0 et de meˆme pour β et γ, d’ou` u0 = 0 en prenant la
de´rive´e par rapport a` u0. En prenant la de´rive´e par rapport a` u2 on
en de´duit que la projection (0 : 1 : u2 : u3) de Q
′′ est dans M \ {P0},
contradiction avec le choix de l’hyperplan z0 = 0.
3. y0 = u0u3, y1 = u1u3, y2 = u2, y3 = u3. L’e´quation de V
′′ s’e´crit
α(u0u3, 1, u2) + β(u0u3, 1, u2)u1 + γ(u0u3, 1, u2)u
2
1 + u
2
0 = 0.
Ici, pour tout point au-dessus de L′ on a u3 = 0 et on obtient l’e´quation
de E′′
α(0, 1, u2) + β(0, 1, u2)u1 + γ(0, 1, u2)u
2
1 + u
2
0 = 0.
Pour un point singulier de E′′ on a 2u0 = 0, d’ou`
α(0, 1, u2) + β(0, 1, u2)u1 + γ(0, 1, u2)u
2
1 = 0.
Si u1 6= 0, on montre de la meˆme fac¸on que dans la carte pre´ce´dente que
(0 : 1 : u2 :
1
u1
) ∈ M \ P0 et on obtient une contradiction. Si u1 = 0, on
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a α(0, 1, u2) = 0 de l’e´quation, et puis β(0, 1, u2) = −2u1γ(0, 1, u2) = 0.
On a donc (0 : 1 : u2) ∈ A ∩ (E1 ∪ E2), contradiction avec l’hypothe`se
A.3.
Pour Q′′ un point singulier de V ′′ on a ∂α(u0u3,1,u2)∂u0 = 0 et de meˆme
pour β et γ, d’ou` u0 = 0. On de´duit de meˆme que soit u1 6= 0 et (0 : 1 :
u2 : u
−1
1 ) ∈ M \ {P0}, soit u1 = 0 et (0 : 1 : u2) ∈ A ∩ (E1 ∪ E2), ce qui
n’est pas possible d’apre`s le choix de l’hyperplan z0 = 0.
Comme la surface E′′ est fibre´e en coniques au-dessus d’une droite, le the´ore`me
de Max Noether, ou de Tsen, montre que c’est une surface rationnelle.

Soit W → V ′′ l’e´clatement des singularite´s quadratiques ordinaires de V ′′.
Proposition A.5. — (i) La Q-varie´te´ W est projective et lisse.
(ii) Le diviseur exceptionnel E de la re´solution π : W → V s’e´crit comme
l’union disjointe E = ⊔10i=1Ei, ou` :
(iia) les composantes E1, . . . E9 sont des quadriques lisses au-dessus des
points singuliers quadratiques ordinaires ;
(iib) la composante E10 est l’union de deux surfaces E
′ ∪E′′, le morphisme
π induit une fibration E′ → L dont les fibres sont des coniques et la fibre
ge´ne´rique est lisse et posse`de un point rationnel, la surface E′′ est rationnelle
lisse et π(E′′) = P .
(iii) Le morphisme W → V est un CH0-isomorphisme universel.
(iv) Le groupe H4(WC,Z)tors ≃ H
3(WC,Z)tors ≃ BrWC est non nul.
De´monstration. — Les proprie´te´s (i) et (ii) re´sultent de la construction et des
lemmes pre´ce´dents. D’apre`s la proposition 1.8, pour e´tablir (iii) il suffit de
ve´rifier que sur tout corps F les fibres de WF → VF au-dessus des F -points
sont universellement CH0-triviales, ce qui re´sulte de (ii) car ces fibres sont soit
la F -surface rationnelle projective et lisse E′′F , soit une F -conique lisse avec un
point rationnel, soit une conique re´ductible sur F , soit une F -surface quadrique
lisse de´ploye´e. Puisque W est birationnelle a` la varie´te´ d’Artin-Mumford, la
proprie´te´ (iv) re´sulte de [1]. 
Appendice B
Le lieu de la de´composition de la diagonale
Cet appendice donne des de´tails sur la preuve du the´ore`me suivant ([24,
Theorem 1.1 et Proposition 1.4]).
The´ore`me B.1. — Soit k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique
ze´ro. Soient B un k-sche´ma lisse et X → B un morphisme projectif qui admet
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une section σ : B → X. Alors il existe une famille de´nombrable {Bi}i∈N, de
sous-sche´mas ferme´s de B, telle que
{b ∈ B(k) |Xb admet une de´composition de Chow de la diagonale} = ∪i∈NBi(k).
Pour de´montrer ce the´ore`me, on utilise un “argument de sche´mas de Hil-
bert”. Plus pre´cise´ment, on conside`re des sche´mas qui parame`trent des sous-
sche´mas et des sche´mas qui parame`trent des cycles surX, ainsi que les familles
universelles correspondantes. Cela utilise des re´sultats profonds d’existence de
sche´mas Hilb et Chow.
Dans tout cet appendice, k est un corps alge´briquement clos de ca-
racte´ristique ze´ro.
Rappelons d’abord la de´finition des sche´mas de Chow (voir [17, Def I.3.11 ;
Thm. I.3.2.1]). Soient S un k-sche´ma et X/S un sche´ma sur S. Soit W/S un
sche´ma re´duit. Une famille bien de´finie de cycles alge´briques propres
de X/S sur W/S est la donne´e de
1. un cycle U =
∑
mi[Ui], i.e. Ui sont des sche´mas inte`gres, avec SuppU ⊂
X ×S W , mi ∈ Z.
2. g : SuppU → W propre, tel que chaque fibre de gi := g|Ui est soit
vide, soit de dimension d, et tel que l’image de gi est une composante
irre´ductible de W .
Dans le cas ou` sche´ma W n’est pas normal, on impose une condition
supple´mentaire dont on n’aura pas besoin ici.
Si X/S est un sche´ma projectif, alors ([17, Thm. I.3.2.1]) on dispose d’une
famille de S-sche´mas projectifs et semi-normaux Chowd,d
′
X/S (parame´tre´s par
des donne´es de´nombrables de degre´s (d, d′)) qui repre´sente le foncteur des
cycles non-ne´gatifs, sur la cate´gorie des S-sche´mas semi-normaux. Dans
la suite on va souvent omettre les indices (d, d′). On a aussi une famille
universelle UnivX/S → ChowX/S .
B.1. Lemmes pre´liminaires. —
Lemme B.2. — Soient B un k-sche´ma lisse et X → B un morphisme projec-
tif. Il existe une famille de´nombrable F de B-sche´mas lisses Fi, i ∈ N e´quipe´s
d’une famille de cycles Vi/B sur Fi/B de Y = X×BX/B, telle que, pour tout
b ∈ B(k) et tout cycle effectif Z dans Yb de dimension d dont l’image par la
premie`re projection est incluse dans le support d’un diviseur de Xb, il existe
un point x ∈ Fi au-dessus de b tel que Z s’identifie a` Vi,x.
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De´monstration. — Soit H une composante du sche´ma de Hilbert de X/B qui
parame`tre les diviseurs effectifs (plats et de codimension relative 1), D′ →
H la famille universelle et D := D′ ×B X (les sous-sche´mas de Y qui sont
produits d’un diviseur sur X et de X) : comme c’est une famille projective, on
dispose des sche´mas de Chow de D/H. Soient C une composante du sche´ma
de Chow ChowD/H des cycles de dimension d et V la famille universelle, on
a SuppV ⊂ C ×H D : la fibre de V au-dessus de c ∈ C d’image h ∈ H est un
cycle inclus dans Dh. La famille V peut eˆtre aussi vue comme une famille de
cycles V/B parame´tre´e par C/B dans Y/B : en effet, SuppV ⊂ C ×H D ⊂
C×H (Y ×BH) = C×B Y. Soient C˜ une de´singularisation (Hironaka) de C et
V˜ le tire´-en-arrie`re de la famille V (cela ne change pas les fibres). On trouve
une famille de´nombrable F = {C˜} (ou` l’union est sur toutes les composantes
H et sur toutes les composantes C de ChowD/H .)

Lemme B.3. — Soient B un k-sche´ma lisse et Y → B un morphisme pro-
jectif. Il existe une famille de´nombrable de sche´mas normaux Ti, i ∈ N munis
d’une famille de cycles Di → Ti telle que, pour tout b ∈ B et pour toute sous-
varie´te´ inte`gre W de dimension d+ 1 dans Yb, il existe une de´singularisation
W˜ de W telle que pour tout diviseur de fonction D = D1 −D2 sur W˜ , avec
D1,D2 effectifs, il existe i et un point t ∈ Ti(k) au-dessus de b tel que la fibre
Di,t s’identifie a` (D1,D2).
De´monstration. — Soit G un sche´ma quasi-projectif qui est une compo-
sante irre´ductible, munie de sa structure re´duite, de l’union des sche´mas (cf.
[EGA IV, 9.7.7]) qui parame`trent les sous-varie´te´s inte`gres de Y/B (plats
sur B) de dimension d + 1 et soit W → G une famille universelle : c’est un
morphisme projectif, plat, a` fibres ge´ome´triques inte`gres. La fibre ge´ne´rique
Wk(G) est inte`gre. Soit W˜k(G) une re´solution des singularite´s de Wk(G). On
peut supposer que le morphisme W˜k(G) →Wk(G) s’e´tend sur un ouvert G1 de
G. Quitte a` changer G1 par un ouvert plus petit, on peut supposer que pour
tout t ∈ G1(k) la fibre W˜t est lisse et birationnelle a`Wt, puisque ces proprie´te´s
sont ve´rifie´es au point ge´ne´rique. On pose W1 = W |G1 et W˜1 = W˜G1 . Par
re´currence (sur dimG), on peut donc trouver une de´composition G = ∪mj=1Gj
avec Gj des sche´mas quasi-projectifs, localement ferme´s dans G, des familles
W˜j → Gj a` fibres projectives lisses, telles que pout tout t ∈ G(k), la fibre W˜j,t
est une re´solution de Wt. Quitte a` changer Gj par une re´solution et W˜j par le
tire´-en-arrie`re de la famille Wj , on peut meˆme supposer que les Gj sont lisses.
D’apre`s [16, FGA revisited, Chap. 9, 3.7 et 4.8]), sous les hypothe`ses
que W˜j/Gj est projectif, plat, a` fibres ge´ome´triques inte`gres, on dispose
alors de sche´mas DivW˜j/Gj (qui parame`tre les diviseurs de Cartier effecifs)
et PicW˜j/Gj , munis de familles universelles. On a en plus un morphisme
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Ab : DivX/S → PicX/S . Soit ∆j, vu comme B-sche´ma, l’image re´ciproque
par le morphisme (Ab,Ab) : DivW˜j/Gj ×DivW˜j/Gj → PicW˜j/Gj ×PicW˜j/Gj
de la diagonale. On a alors que ∆j est l’union (finie) de ses composantes
irre´ductibles. Soit T une de ces composantes (munie de sa structure re´duite) et
soit T˜ la normalisation de T . Soit T la famille T = {T˜} ou` l’on prend l’union
sur toutes les composantes G, sur tout j correspondant a` la stratification de
G comme ci-dessus et sur toutes les composantes T˜ obtenues a` partir de ∆j.
Alors Ti ∈ T et Di la famille universelle induite par celle sur les sche´mas Div
conviennent. Un point t ∈ Ti au-dessus de b ∈ B correspond a` un sous-sche´ma
inte`gre de dimension d + 1 dans Yb et un diviseur d’une fonction sur une
re´solution de ce sche´ma. 
Lemme B.4. — Soient B un k-sche´ma lisse et Y → B un morphisme pro-
jectif. Il existe une famille de´nombrable de sche´mas normaux Hi, i ∈ N munis
d’une famille de cycles Si sur Hi telle que, pour tout b ∈ B et pour tout cycle
D =
∑n
i=1Di1 −Di2 de dimension d dans Yb, avec Di1,Di2 effectifs, qui sont
des diviseurs d’une fonction sur une sous-varie´te´ inte`gre Wit de dimension
d + 1 dans Yt, il existe i et un point t ∈ Hi(k) au-dessus de b tel que la fibre
Si,t s’identifie a` ∪(Di1 ∪Di2).
De´monstration. — On prend la re´union de´nombrable sur tous les n-uplets
(T1, . . . , Tn) avec Ti dans la famille du lemme pre´ce´dent. On pose Hi le
normalise´ du produit
∏n
j=1 Tj (avec Tj comme dans le lemme pre´ce´dent) et
Si l’union des tire´s-en-arrie`re des Dj → Tj . 
Le lemme ci-dessus permet de montrer
Proposition B.5. — Soient B un k-sche´ma lisse et Y → B un morphisme
projectif. Soit Z = (Z1, Z2) ∈ ChowY/B(B)×ChowY/B(B) deux familles bien
de´finies de cycles alge´briques propres effectifs, de dimension d, au sens de
Kolla´r. Alors il existe une famille de´nombrable πi : Mi → B (i ∈ N) de
sche´mas quasi-projectifs au-dessus de B munis de familles Ui → Mi projec-
tives, telle que :
i) L’union des images Bi := πi(Mi(k)) dans B(k) est exactement le lieu
{b ∈ B(k) |Z1,b − Z2,b est rationnellement e´quivalent a` ze´ro dans Yb.}
ii) Pour tout point b ∈ B(k) et pour toute donne´e S = (Wi,b,Di1,Di2)
n
i=1
avec n ≥ 1 un entier, Wib des sous-sche´mas inte`gres de dimension d+ 1
de Yb, Di1,Di2 deux diviseurs effectifs de Weil sur (la normalisation de)
Wib tels que Di1 −Di2 est le diviseur d’une fonction rationnelle sur Wib,
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tel que l’on ait l’e´galite´ de cycles
Z1b +
∑
Di1 = Z2b +
∑
Di2 dans ChowY/B(κ(b))
il existe l et un point t ∈Mi au-dessus de b tel que la fibre Ut s’identifie
a` la donne´e S.
De´monstration. — On prend Hi comme dans le lemme B.4, avec la famille
Si des cycles sur Hi dans Y/B. Soit Z
′ = (Z ′1, Z
′
2) ∈ ChowY/B(Hi) ×
ChowY/B(Hi) la famille ’constante’ ZHi . Par la construction de la famille Si,
elle parame`tre les couples (C1, C2) de cycles effectifs, dont la diffe´rence est
rationnellement e´quivalente a` ze´ro (est somme de diviseurs de fonctions). Soit
Mi ⊂ Hi l’image re´ciproque de la diagonale dans ChowY/B ×ChowY/B par le
morphisme
Hi → ChowY/B ×ChowY/B
(C1, C2) 7→ (Z1 + C1, Z2 + C2).
Autrement dit, soit Si ∪ Z
′ une famille de cycles sur Hi dans Y/B et
soit Hi → ChowY/B × ChowY/B le morphisme induit. On de´finit Mi
comme le sous-sche´ma ferme´ de Hi, l’image re´ciproque de la diagonale dans
ChowY/B × ChowY/B . Alors Mi avec la famille universelle induite par Si
convient. 
B.2. Preuve du the´ore`me. — La proposition B.5 permet de montrer
l’e´nonce´ suivant (cf. [24, Prop 1.4])
Proposition B.6. — Soient B un k-sche´ma lisse et Y → B un morphisme
projectif. Soit Z = (Z1, Z2) ∈ ChowY/B(B)×ChowY/B(B) deux familles bien
de´finies de cycles alge´briques propres, de dimension d, au sens de Kolla´r. Alors
il existe une famille de´nombrable {Bi}i∈N, de sous-sche´mas ferme´s de B, telle
que
{b ∈ B(k) |Z1,b−Z2,b est rationnellement e´quivalent a` ze´ro dans Yb} = ∪Bi(k).
De´monstration. — Notons qu’ici Zi,b est soit vide, soit de dimension d dans
Yb, d’apre`s la de´finition d’un cycle bien de´fini.
L’implication B.5 ⇒ B.6 suit la preuve dans [24] (pp. 8-9), on ne la refait
pas ici. Elle utilise la spe´cialisation de Fulton, comme dans les arguments du §1.
De´monstration du the´ore`me B.1. On de´duit le the´ore`me B.1 de la proposi-
tion B.6. Soit Fi une composante et Vi la famille universelle comme dans le
lemme B.2 pour d = dimX. Soit F 2i = Fi ×B Fi. Soient V
′
i = Vi ∪ (∆X)Fi et
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V ′′i = Vi∪ (X×σ(B))Fi les translate´s de cette famille. On applique la proposi-
tion B.6 a` Y = (X ×B X)×B F
2
i et Z1 = V
′
i ×Fi, Z2 = Fi×V
′′
i et B = F
2
i . Si
t = (t1, t2) ∈ F
2
i au-dessus de b, la fibre de Z1 en t s’identifie au cycle effectif
∆Xb + z1 ou` pr1∗Supp(z1) est un sous-sche´ma propre de Xt, de codimension
au moins 1 et la fibre de Z2 en t s’identifie au cycle effectif Xb × σ(b) + z2 ou`
pr1∗Supp(z2) est un sous-sche´ma propre de Xt, de codimension au moins 1.
On trouve une union de´nombrable de ferme´s Bi comme dans la proposition
B.6, qui correspondent au lieu ou` l’on a l’e´galite´ ∆Xb + z1 = Xb × σ(b) + z2.
Ensuite on prend encore l’union de´nombrable sur tous les i (correspondant
aux Fi). 
Appendice C
Un calcul de groupe de Brauer
Proposition C.1. — Soit K/k une extension cubique galoisienne de corps,
de groupe de Galois G. Supposons k de caracte´ristique p 6= 3. Soit K = k(θ).
Soit X ⊂ P5k l’hypersurface cubique donne´e par l’e´quation homoge`ne
NormK/k(u+ vθ + wθ
2) = xy(x− y).
Pour tout k-mode`le projectif et lisse Y de X, le groupe Br(Y )/Br(k) est la
somme directe de Z/3 et d’un groupe de torsion p-primaire. En particulier X
n’est pas re´tracte k-rationnelle.
De´monstration. — On conside`re d’abord le cas de´ploye´, qu’on peut de´finir
par l’e´quation homoge`ne
uvw = xy(x− y).
Les trois k-points de´finis par l’annulation de x, y et de deux des trois co-
ordonne´es (u, v, w) sont les seuls points non lisses de X. Soit U ⊂ X leur
comple´mentaire.
Soit V le comple´mentaire dans X du ferme´ de´fini par xy = 0.
On a V ⊂ U , le comple´mentaire e´tant forme´ des 6 diviseurs ge´ome´triquement
irre´ductibles ∆u,x, ∆v,x, ∆w,x, ∆u,y, ∆v,y, ∆w,y, ou` par exemple ∆u,x est le
diviseur sur U de´fini par u = x = 0.
En coordonne´es affines (u, v, w, x), la k-varie´te´ V est de´finie par :
uvw = x(x− 1), x 6= 0.
Soit p = V → Gm,k la fle`che donne´e par la coordonne´e x. La fibre ge´ne´rique
de p est un k(x)-tore de´ploye´. Son groupe de Picard est nul, et les fonctions
inversibles sur cette fibre sont de forme f(x)unvm avec f(x) ∈ k(x) et n,m ∈ Z.
Les fibres de p au-dessus des points ferme´s distincts de x = 1 sont toutes
ge´ome´triquement inte`gres, leur classe dans le groupe de Picard deW est nulle.
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La seule fibre non inte`gre est donne´e par x = 1, c’est la somme de trois
diviseurs, chacun est principal, car de´fini par u = 0, resp. v = 0, resp. w =
0. Comme le groupe de Picard de Gm est nul, on conclut Pic(V ) = 0. Par
ailleurs, une fonction inversible sur V est de la forme cxr(x − 1)sunvm avec
c ∈ k× et r, s, n,m ∈ Z. La conside´ration de son diviseur montre que l’on a
s = n = m = 0. On a donc e´tabli que la suite
1→ k[W ]×/k[U ]× → DivU\W (U)→ Pic(U)→ Pic(V )
est une suite exacte de re´seaux :
0→ Z→ Z∆u,y ⊕ Z∆v,y ⊕∆w,y ⊕ Z∆u,x ⊕ Z∆v,x ⊕ Z∆w,x → Pic(U)→ 0,
la fle`che issue de Z envoyant 1, classe de la fonction rationnelle y/x ∈ k(U)
sur
∆u,y +∆v,y +∆w,y −∆u,x −∆v,x −∆w,x.
Soit maintenant K/k extension galoisienne de corps comme dans l’e´nonce´.
Soit k une cloˆture se´parable de k contenant K. Soit g = Gal(k/k) et h =
Gal(k/K). Soit G = Gal(K/k) ≃ Z/3. Les points non lisses de l’hypersurface
cubique XK sont les trois points d’intersection des 3 droites de´finies dans
x = y = 0 par NormK/k(u+ vθ + wθ
2) = 0.
Soit U la k-varie´te´ comple´mentaire de ces trois points. Sur K = k(θ), on
retrouve la situation de´ploye´e, avec K× = K[U ]×. Soit V le comple´mentaire
de xy = 0. Soit Dx,K le diviseur irre´ductible de´fini sur UK par u+ θv+ θ
2w =
0, x = 0 et Dy,K le diviseur de´fini par u+ θv+ θ
2w = 0, y = 0. La suite exacte
ci-dessus donne alors une suite exacte de G-re´seaux
1→ K[V ]×/K× → DivUK\VK (UK)→ Pic(UK)→ 0.
soit
0→ Z→ Z[G]⊕ Z[G]→ Pic(UK)→ 0,
la fle`che Z→ Z[G]⊕ Z[G] ⊂ Div(UK) envoyant 1 sur la classe du diviseur de
la fonction rationnelle (y/x) sur son diviseur
divUK (y/x) = NormK/k(Dy,K)−NormK/k(Dy,K).
De cette suite on de´duit un isomorphisme
Hˆ−1(G,Pic(UK)) ≃ Hˆ
0(G,K[V ]×/K×) = Hˆ0(G,Z) = Z/3,
le groupe Hˆ0(G,K[V ]×/K×) e´tant engendre´ par la classe de y/x ∈ k[V ]×.
On a le diagramme de suites exactes de G-modules
(C.1) 0 // K[V ]×/K× //

DivUK\VK (UK)
//

Pic(UK) //
=

0
0 // K(U)×/K× // Div(UK) // Pic(UK) // 0
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Par le lemme de Shapiro, Hˆ−1(G,P ) = 0 pour tout G-module de permuta-
tion P , en particulier pour les G-modules DivUK\VK (UK) et Div(UK).
On a donc les suites exactes compatibles
0 // Hˆ−1(G,Pic(UK))
≃ //
=

Hˆ0(G,K[V ]×/K×)

0 // Hˆ−1(G,Pic(UK)) // Hˆ
0(G,K(U)×/K×) // Hˆ0(G,Div(UK))
Il re´sulte de ce diagramme que l’image de y/x dans Hˆ0(G,K(U)×/K×) =
Hˆ0(G,K(Y )×/K×) est non e´gale a` 1.
Par ailleurs, un argument valuatif sur l’e´quation de la varie´te´ X montre que
que la fonction y/x ∈ k(X)× a sur tout mode`le lisse Y de V son diviseur qui
est la norme d’un diviseur sur YK pour l’extension K/k.
Observons que X posse`de le k-point lisse u = v = w = x = 0, y = 1.
On conclut alors ([6, Lemme 14 et Lemme 15]) que la classe de l’alge`bre
cyclique (K/k, y/x) ∈ Br(k(X)) = Br(k(Y )) est non ramifie´e, et qu’elle est
non constante.
On peut aussi observer que la suite exacte de G-modules attache´e a` un
mode`le projectif et lisse Y donne naissance a` la suite exacte
0→ Hˆ−1(G,Pic(YK))→ Hˆ
0(G,K(Y )×/K×)→ Hˆ0(G,Div(YK)).
et que l’on a ainsi Hˆ−1(G,Pic(YK)) 6= 0, et donc H
1(G,Pic(YK)) 6= 0. Comme
YK estK-rationnelle, ce qui est clair sur l’e´quation deX, on a un isomorphisme
H1(G,Pic(YK)) ≃ H
1(k,Pic(X ×k k)), ou` k est une cloˆture se´parable de k
contenantK. La` encore, l’existence d’un k-point lisse surX permet de conclure
Br(Y )/Br(k) 6= 0.
Pour e´tablir l’e´galite´ plus pre´cise Br(Y )/Br(k) = Z/3 a` la torsion p-primaire
pre`s, on observe que comme YK est K-rationnelle, le quotient Br(YK)/Br(K)
est un groupe de torsion p-primaire, et que l’on a l’inclusion
Br(Y )/Br(k) ⊂ Br(U)/Br(k).
L’argument ci-dessus montre que la classe (K/k, y/x) d’une part appar-
tient a` Br(Y )/Br(k), d’autre part engendre le noyau de Br(U)/Br(k) →
Br(UK)/Br(K), qui est isomorphe a` H
1(G,Pic(UK)) ≃ Z/3. 
Remarque C.2. — Une fois e´tabli K× = K[U ]× et H1(G,Pic(UK)) ≃ Z/3,
on peut aussi e´tablir H1(G,Pic(YK)) 6= 0 en supposant qu’on connaˆıt une
de´singularisation Y → X induisant un isomorphisme au-dessus de U . On alors
la suite exacte de G-modules
0→ Div(YK \ UK)→ Pic(YK)→ Pic(UK)→ 0.
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Comme Y \U est au-dessus des trois points singuliers de´finis surK et conjugue´s
transitivement par l’action de G, on voit que le G-module de permutation
Div(YK) est force´ment une somme directe d’exemplaires de Z[G]. Mais alors
la suite exacte donne
H1(G,Pic(YK)) ≃ H
1(G,Pic(UK)) ≃ Z/3.
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